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INTRODUCTION. 



Avant d'entrer en matière, nous tenons à déclarer que cet 
opuscule a été écrit pour le monde savant; nous l'avons destiné 
non aux personnes qui s'occupent exclusivement du jeu des 
échecs, mais à celles qui cultivent les mathématiques, aux cal- 
culateurs profonds, en un mot aux penseurs d'élite qui s'inté- 
ressent à tout ce qui est nouveau dans cette science. 

Nous tenons à faire cette déclaration afin que l'on ne confonde 
point notre travail avec ces publications décevantes, si nom- 
breuses de nos jours, et ne présentant aucune découverte nou- 
velle. Ceci dit, nous allons donner une briève analyse de notre 
écrit. 

Au temps d'Euler et de Vandermonde à qui l'on doit le calcul 
des factorielles, on s'est beaucoup occupé de la marche du ca- 
valier du jeu des échecs : l'Académie des sciences de Berlin a 
même proposé, vers 1759, un prix de 4000 francs pour le meil- 
leur mémoire sur les sauts du cavalier; mais ce prix n'a pas été 
décerné. 

H^nsY Encyclopédie, in-4«, édition de Genève, on trouve que les 
Brahmes, prêtres indous, possédaient déjà, il y a 2000 ans, un 
procédé pour résoudre sur l'échiquier de 64 cases le problème 
général du cavalier du jeu des échecs. Des personnes qui ont 
habité Benarès, ville sainte de Tlndostan, et qui ont parcouru 
la presqu'île de l'Inde, m'ont assuré avoir vu plus d'une fois 
résoudre de mémoire le problème général, par des prêtres in- 
struits. Ils faisaient un mystère de leur méthode. 

Les Encyclopédies renvoient à l'histoire de l'Académie des 

1 
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sciences et belles-lettres de Berlin, année 1759, article d'Euler, 
ainsi qu'à l'histoire de l'Académie royale des sciences de Paris, 
article de Vandermonden, années 1771 et 1772. Dans son mé- 
mémoire, Euler indique le moyen pour trouver, à la suite les uns 
des autres, tous les problèmes : elle est pénible et longue, les 
solutions devant se déduire les unes des autres. 

Euler, Vandermonde ni d'autres mathématiciens n'ont, à 
notre connaissance, laissé aucune trace de l'application de l'ana- 
lyse aux sauts du cavalier : nous croyons conséquemment pu- 
blier des résultats nouveaux, pour le monde savant, obtenus par 
le calcul. 

Nous donnons dans ce travail 30 formules et leurs démonstra- 
tions, non-seulement pour l'échiquier de 8 cases de côté, mais 
aussi pour un échiquier quelconque de x = %n cases paires, 
lorsque x est plus grand que 4 : par conséquent de même pour 
le damier qui a 10 cases de côté et 100 de surface. 

Nous serons concis lorsqu'il s'agira de l'échiquier de x=3^nri 
cases impaires de côté, n'étant parvenu à résoudre que 7 pro- 
blèmes sur ledit échiquier. 

Les planches contiennent différentes chaînes rentrantes en 
elles-mêmes, présentant en lignes brisées des dessins curieux, 
des compartiments remplis successivement pour les échiquiers 
de 64 et 100 cases de surface. 

Enfin il sera parlé du problème général, pour lequel l'auteur 
de ces pages possède une méthode qui lui permet de résoudre 
de mémoire y 15 problèmes en moyenne à l'heure, sur l'échiquier 
non préparé, de 64 cases de surface. D'après Euler, ce problème 
paraît ne pouvoir être traité par aucune analyse : aussi n'est-il 
fait aucune tentative pour le résoudre par le calcul, quoique Van- 
monde indique son problème des situations, comme pouvant 
trouver une application dans certains cas particuliers. 

Le but de nos recherches a été de réunir diverses formules 
pour parvenir à la solution du problème de l'article 11 et afin 
de pouvoir la vérifier. 



SOLUTIONS MATHÉMATIOUES 



BE DIVERS PROBIiEHIES 



CONCERNANT LE CAVALIER DU JEU DES ÉCHECS. 



i . Commençons par faire observer à nos lecteurs que l'échi- 
quier sur lequel se joue le jeu des échecs est de 64 cases de sur- 
face, soit de 8 de côté; que le damier a 100 cases de surface et 
10 de côté; enfin que l'échiquier dont il sera question par la suite 
est pris dans sa plus grande généralité de x = ^n cases paires 
de côté, à moins d'être prévenu qu'il en est autrement. 

Le cavalier du jeu des échecs se meut suivant une loi qui lui 
est propre : il fait des sauts obliques d'une case d'une couleur 
à une autre de couleur différente, à environ deux cases d'inter- 
valle , soit des sauts de j/ 5 de longueur : il peut se diriger en 
tous sens. 

Une chaîne tracée par la marche du cavalier est composée 
d'une suite de lignes brisées et assujettie à ne passer qu'une fois 
par le centre de toutes les cases. Elle est dite rentrante en elle- 
même, lorsque la qase de départ est en communication avec la 
case finale. Voyez fig. 1, 8, 9, etc. 

Parmi les chaînes rentrantes en elles-mêmes il en existe une, 
fig. 1, que nous croyons être la plus remarquable pour l'échiquier 
de 64 cases : elle contient les 21 chaînons ou sauts primitifs, nom 
que nous donnons aux sauts réellement différents entre eux : 
nous appellerons cette chaîne et sa symétrique, fig. 2, chaînes 
prim^yrdiales ; elles sont toujours rentrantes en elles-mêmes. 

L'échiquier de x = 6 cases de côté a aussi sa chaîne primor- 
diale, fig. 25, accompagnée de sa symétrique, fig. 26. Ne confon- 
dons pas les chaînes primordiales avec les deux genres de chaînes, 
la rentrante en elle-même et la non-rentrante. 

Tout échiquier, ayant x = 2n cases paires de côté, se divise en 
2 parties par les 2 lignes qui se coupent au centre de l'échiquier, 
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ayant un même nombre de cases de chaque couleur. Il se divise 
aussi par les 2 diagonales, laissant de chaque côté un même nom- 
bre de cases de la couleur opposée à celle des cases de la diago- 
nale. L'échiquier se divise encore en 4 compartiments ou quarts 
et en 8 triangles dont un fig. 3 contient les sauts primitif, lors 
de 0? = 8. 

Les cases d'un des 8 triangles sont les seuls dont on peut partir 
d'une manière différente pour exécuter les chaînes qui diffèrent 
entre elles, rentrantes ou non rentrantes en elles-mêmes : ces 
cases fournissent les sauts réellement différents, les sauts ayant 
des analogues et les sauts symétriques dus aux cases de la diago- 
nale et à la ligne verticale du centre de l'échiquier, voyez le triangle 
fig. 3, lequel ne contient que les sauts dits primitifs reproduits 
dans la chaîne primordiale, fig. 1. 

Chaque chaîne rentrante et non rentrante en elle-même, con- 
tient un chaînon primitif dit inévitable, celui de l'angle. Le chaî- 
non couple est formé de 2 sauts consécutifs ; il est dit impossible 
lorsque les 2 branches sont en communication avec celles du 
couple ayant son sommet à un des angles de Téchiquier. Parmi 
les chaînons couples, réellement différents entre eux, fournis par 
un des 8 triangles, sont encore impossibles, les chaînons couples 
dont l'une des branches n'est pas en communication avec la case 
de l'angle lorsque ceci est possible et qu'il s'agit d'une chaîne 
rentrante. Il y a conséquemment 12 chaînons couples marquants 
parmi les chaînons couples réellement différents fournis par un 
des 8 triangles d'un échiquier ayant x = ^n cases paires de 
côté, pourvu que x> A. 

Avec un peu d'attention on s'assure facilement que les chaînes 
rentrantes et non rentrantes en elles-mêmes n'existent pas pour 
les échiquiers 03 = 0, = !, = 2, = 3, = 4, lors de x pair ou im- 
pair, mais bien pour x> A. 

Il est évident que les sauts et resauts sont en nombre double 
des sauts qu'on peut effectuer sur l'échiquier. 

Toute chaîne a sa symétrique ; de régulière il ne saurait y en 
avoir, à cause du saut oblique du cavalier. 

Tout ce qui précède étant bien compris, nous allons nous oc- 
cuper des différents problèmes pour un échiquier quelconque 



d'un nombre ic = 2« cases paires de côté ou a? = 4n* de surËice. 

2. Trouver le nombre s de cases d'un des 8 triangles de l'échi- 
quier de aï = 2n cases de côté. 

La base du triangle sera « ~ ^ ic et l'on aura la progression 
arithmétique fi,g. 3, 4. 

« = i+2 + 3+ +n. 

s = \n{n-\-i) = lx{x-i-^) (1). 

3. Trouver le nombre S de problèmes non dififérents qu'on 
peut proposer sur l'échiquier x — 2n. 

Une des 2 couleurs des cases fournira | a? X î ;»' et les 2 cou- 
leurs donneront le double 



■ m- 



4. Touver le nombre S' de problèmes différents qu'on pourra 
proposer pour x = 2n. 

Il est évident que ce sera celui que pourra fournir un des 
8 triangles, conséquemment le \ de S, donc 

S' = n* = (ix)i (3). 

On parviendrait encore à ce résultat par la considération que 

5. Trouver le nombre N de chaînons primitifs existant sur 
l'échiquier x = an, soit ceux fournis par un des 8 triangles. 

Employons le calcul aux différences et 
notons chacune des s cases du triangle, 
fig. 3, du nombre des chaînons qu'elle peut 
fournir, en prenant en considération les 
/îj/. 4 et en partant du Wo= . . . 0. 



centre de l'échiquier. 

On aura un triangle ua = iO . 

arithmétiquequicom- mi = 91 . 

mence par zéro. «4 = 36 , 



1 1 1 1 1 1 


1 1 1 1 1 1 


1 M |0 


1 1 |1|2 
1 UI1I3 


|1|3|3|4 
1|3|3|4|4 



tt, — etc., etc. 
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L'addition des lignes horizontales donne 0,3, 7, 11, IS, etc., 
dont les additions successives fournissent les nombres 0, 3, 10, 
21, 36, «,, lesquels expriment le nombre des chaînons pri- 
mitifs existant sur l'échiquier de 0, 2, 4, 6, 8. .in cases de côté. La 
solution du problème sera donnée par u. que nous déterminons 
par 



«« = «0 -f « A « + ta A' « + etc. 
w, = -f 3n + 4 ;■;^ii = 2rtS— «. 

Ici l'on commence à compter par zéro, 
pour commencer par l'unité, mettons n-1 
au lieu de n. 



« 


"0 


.. 


i*. 


.'. 


"« 


n 








W| 


H 


a 






"ï 


10 


7 


4 




"s 


21 


il 


i 





«. 


36 


15 


i 





M. 











N = 2n» — 5n + 1 = ^ (x-1 } (X— 2) . 



, (4). 



Telle est la solution demandée, elle ne donne ni chaînons 
symétriques par rapport à la diagonale, ni chaînons ayant des 
analogues. 

Remarquons en passant que N exprime le nombre de produits 
distincts qu'on peut faire avec {x — 1) cases prises 2 à 2. 

Si des chaînons N on retranche le chaînon inévitable de l'an- 
gle, on a 

N-l = M{2n-3) = -ia:(x-3) (S). 

6. Trouver le nombre des chaînons aboutissant aux s cases 
d'un des 8 triangles, les symétriques à la diagonale non compris. 



Notons les cases du triangle du nom- 
bre des sauts qu'elles peuvent fournir 
et faisons ici l'addition des colonnes 
verticales, l'on obtient ensuite les nom- 
bres 6, 20, 42, 72, 110 2N. 

qui sont les doubles de ceux de l'article 1 S 14 22 30 38 
précédent. On a donc pour la solution 6 2042 72110.. 2n 

cherchée, sans avoir besoin du calcul aux différences, 



1 1 1 M* 


1 1 \i\i 


|4|8|8 


1 1* 


818i8| 


|2|6|6|6i6| 


1|3|4 


4|4|4| 



— H — 



2N = 2(2n2— 3n + i) = (a:— i)(a:— 2). . . (6), 

C'est aussi le nombre des chaînons primitifs contenus dans les 
2 chaînes primordiales. 

7. Quel est le nombre des chaînons aboutissant ai^x x^ cases 
de l'échiquier oî = 2n soit des sauts et resauts? ' 

Il est évident qu'il sera de 8 X 2N, puisqu'un triangle en four- 
nit 2N ; la solution sera donc 



i6N = l6(2nî— 3n + i) = 8(x— i)(x— 2) (7). 

8. Déterminer le nombre des chaînons existant sur l'échiquier? 
Il sera la moitié du nombre précédent 16N; donc de 

8N = (2n2— 3n + i)==4(ac— i)(ac— 2) (8). 

9. Quel est le nombre des problèmes différents, à chaînes non 
rentrantes en elles-mêmes, ayant leur point de départ sur l'une 
des cases du triangle, qu'on pourra proposer? 

Cela sera le nombre S' de problèmes différents, moins les N 
chaînons primitifs. Donc 

S-N=(ix)*— ^~^=^^^\ 

S'-N = i jx4_8(j:-i)(x-2)j (9). 

10. Déterminer le nombre N' de chaînons couples, réellement 
différents entre eux ayant le sommet de l'angle situé sur une 
des s cases du triangle; soit des chaînons couples réellement 
différents, existant sur l'échiquier x = 2n. 

Nous observerons d'abord qu'une des 4 cases 
centrales fournit par la combinaison 2 à 2 le 
nombre de chaînons doubles l V^ = 28. Com- 
posons ensuite le triangle arithmétique de ma- 
nière que chaque case porte son nombre de 
chaînons couples en exceptant les symétri- 
ques à la diagonale. La loi régissant ce trian- 
gle est facile à saisir 



1 |16 


1 1 |16|28 


1 16)28 28 


|4 151515 


1 3|6 6 6 



Donnant 



1 7 37 65 93 
1 8 45 HO 203 



Uq tt| u^ 
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Composons le tableau suivant au moyen de ce triangle : 



n 


U 


AU 


A». 


Aï. 


A*. 


A». 


A6. 





1 














1 


8 


7 












2 


45 


37 


30 










3 


110 


65 


28 


2 








4 


203 


93 


28 





+ 2 






5 


324 


121 


28 








2 




6 


478 


189 


28 











+ 2 


7 


650 


177 












8 


855 


205 












9 


1088 


233 












10 


1133 


245 












11 


1406 


273 












12 


1707 


301 













w- 
w. 



i5w«— Sn-l-i— 2A. 



L'on a pour a=^,b = ^. 



(a-6)-= (4-1)" =0 = i~n + ;^;i'^-A. 

2A = n«— 3n + 2. 



D'où 



tt- = i4n* — 5» — 1. 



Mettons n — 1 pour n comme à l'art. 5, on a pour la solution 
du problème 



N' = i4w«— 33n + 18 = ] (Tx»— 33x + 36) 



(10). 



Retranchant les 12 couples, l'inévitable et les impossibles lors 
des chaînes rentrantes en elles-mêmes de l'art. 1, on aura pour 
dites chaînes comme pouvant y entrer 

N'— i2 = 14n2— 33w + 6 = 5-(7a2— 33n + 12). . . . (H). 
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11. Trouver le nombre S, de chaînes rentrantes en elles-mêmes, 
existant sur un échiquier de â; ^ 2n cases paires de côté et dif- 
férant entre elles. 

Par la méthode des coefficients indéterminés on trouve avec 
les chaînes symétriques comprises 

Si — ûc (ar— i ) (x— 2) («—5) (ar— 4) (x— 5) = [x^ (i). 

et sans les symétriques 

Nous allons le prouver et arriver d'abord à S, = [x]t f (a?) par 
2 procédés différents les symétriques comprises. 

Premier procédé. Si Ton se proposait de déterminer le nombre 
de chaînes rentrantes en elles-mêmes S, pour un échiquier de 
œ cases paires ou impaires avec les chaînes symétriques com- 
prises, on aurait 

S| = F (x). 

Observons que Si doit être une fonction positive et entière, 
par suite une fonction rationnelle de x et qu'il est facile de s'assu- 
rer que S| = pour oj = 0, = 1, = 2, = 3, = 4, = 5, vu que la 
chaîne est rentrante en elle-même; ceci exige que 

s, = X (x— 1 ) (x— 2) (x— 3) (x— 4) (x— 5) f (x). 

OU bien 

S|=[x]6f{x). 

Deuxième procédé. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un échi- 
quier où X est pair ou impair ^ et qu'on demande le nombre S| de 
chaînes différentes qui existent en commençant à une case dé- 
terminée, dont les coordonnées sont a et & pour finir à une case 
dont a et 6 sont les coordonnées. 

Il est facile de s'assurer qu'il n'y a aucune chaîne pour x = 
0, = 1, = 2, = 3, = 4; valeurs qui doivent donner Si = 0. Par 
suite on aura 

S| = X (x— 1) (x— 2) (x— 3) (x— 4) F (x, a, 6, «, «) = [x]» F (x, a, 6, «, «). 
(I) NotaUon en factoriellei. Pluf gcBëraIcment p (p— f ) (p— 1>.... (p— (»-*» = Ip]»- 
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Les 2 cases données étant celles attenant à un des 8 chaînons 
des 4 angles, donnant 16 combinaisons, on aura en nommant 
a\ h\ «', 6', les coordonnées de cette catégorie de cases 

Si X est impair, comme les 2 cases données sont de couleurs 
différentes, on doit avoir pour a? = 5... F (â?, a\ h\ «', S\) = 
[x — 5) f[Xy a\ b\ a\ 6'), par suite 

Si X est pair, en conservant les mêmes données a\ b\ «*, 6', on 
aura encore la même quantité. De plus, comme le chaînon d'un 
angle ne saurait se rompre et donne toutes les chaînes, il arrive 
que S| exprime le nombre des chaînes rentrantes en elles-mêmes, 
symétriques comprises, sur l'échiquier x = ^n cases paires de 
côté. 

En donnant à a\ h\ « , 6', les valeurs pour le chaînon déter- 
terminé du premier angle on aura 

Si = [x]6/(x, 1,1,3,2). 

D'où comme précédemment, lors du premier procédé 

S, = [a:]6y(x). (a) 

Cherchons maintenant à déterminer pour les 2 procédés ? [x). 
Observons en passant qu'elle ne peut contenir aucun des facteurs 
[x — 6), [x — 7), etc., car pour a; = 6, le facteur [x — 6) donnerait 
9 (oî) = 0. et Si = 0, tandis qu'il est connu qu'il en est autre- 
ment, voy. /îgf. 25 et 26, et le facteur [x—1] donnerait ? [x] une 
quantité négative, par suite Si négatif, une quantité absurde, vu 
qu'il faut une quantité entière et positive pour Si. De même pour 
les facteurs (a^-8), [x—% etc. 

Comme S| =^\xf ? [x] doit être une fonction rationnelle, posi- 
tive et entière de Xy puisque pour â3 = 2w, Si est un nombre 
positif et entier, et vu qu'aucun des facteurs de \xY ne peut dis- 
paraître, on aura 

f (x) = A -}- Ba: + Cx2 + etc. 
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et ensuite 

|« = (j;— i) (jî—â) (a?— 3) (^—4) (a;— 5) (A + Ba? -}- Cœ^ + etc.) 
= (a?»— iSa?* + 85^5—225^3 _|. 274a?— 120) (A + Ba: + C j;^ -j- etc.) 

= (ça?K + «a;* + ^a;3 -|- »/a;2 -|- 6a? + «) (A + Ba; + Cx^ + etc.) 
= «A+(«A+aB)a;«+(ï/A+6B+«C)a;«+(^A+*^B+6C+aD)a;5+elc. 

Par suite de (a) nous devons avoir pour a; = i, = 2, = 3, = 
4, = 5, en prenant oî = 1 , et ordonnant par rapport à A, B, C, etc. 

84 = («+6+ V+eic..) A+ta-j-ê-j-etc.) B+(a-j-etc.) C+etc.=0. 

Le coefficient de A est égale à zéro vu que 

1—45 + 85—225 + 274—120 = 0. 

Ceux de B, C, etc., ne sauraient l'être, vu qu'ils diffèrent du coef- 
ficient de A, du terme — 120, des deux termes + 274—120, etc. 
Il faut conséquemment, pour satisfaire à Si = 0, qu'on ait : 

(« -j- 6 -j- iT ^ etc.) == et A = A indéterminé. 

B = 
C = 
etc. 

Nous avong^donc (f (x) = X et 

Si = A [a?]6. 

Il ne reste plus qu'à déterminer A qui ne peut être ni négatif 
ni zéro, vu que pour oî = 6, Si a une valeur. Voy. fig. 25, 26. 

La solution Si = A [xf n'appartient pas plus au nombre des 
chaînes rentrantes en elles-mêmes et différentes entre elles, les 
symétriques comprises, qu'à celui qui ne contient pas les symé- 
triques, et qu'au nombre qui contiendrait toutes les chaînes ren- 
trantes existant sur l'échiquier : par suite que A est une quantité 
indéterminé que l'analyse se refuse de donner, une donnée man- 
quant. 

Cherchons la valeur de Si pour la première catégorie en pre- 
nant œ = 6, échiquier minimum des chaînes rentrantes. D'abord 
pour un des N — 1 = 9 chaînons et l'on trouve le nombre de 
40 chaînes, par le procédé d'Euler, art. 32, qui est fort long et 
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par la méthode qui est propre à l'auteur et n'exige que peu de 
temps. Symétriques comprises, on aura 80 chaînes par chaînon et 

s, = 9" X 80 = 790. 

mais 

s, = A [6]fi 

Donc 

A [6]« = 720. 

A7S0 . 

Il est donc prouvé que pour la solution du problème cherché 
on a 

Sj = M« (12)' 

Cette valeur étant toujours divisible par 2, à cause du facteur 
X = 2n, il en résulte que, les symétriques non comprises, on a 

S|=î[^? (^2) 

Les 4 carrés ou les 8 triangles fourniront 

S| = 4 [a?]6 (12)''. 

le nombre de toutes les chaînes rentrantes en elles-mêmes pos- 
sibles. 

12. Observons que \xY exprime le nombre des combinaisons 
qu'on peut faire avec les x = ^n cases, soit d'un côté, soit de la 
diagonale, soit des mêmes couleurs des 2 diagonales, soit de 
leurs couleurs différentes prises 6 à 6. 

Remarquons encore que ~ [6]S valeur de Si, lors de l'échiquier 
minimum, divise Si = j [xf quand x = ^n quelconque, vu que 

M*. g(x-l) (a^-2) (x-3) (x-4) fa^--6> / . çx 

Î53* — Z — Z — J. — I Z 5 v^^' 

exprime un produit distinct de x cases prises 6 à 6, lequel est 
toujours un nombre entier. 

13. La quantité Si — i [xY est divisible par N et par N— 1 de 
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Fart. 5, vu qu'on peut mettre Si sous les formes suivantes : 

s _ 1 r.i6 _ i = ^'^'^' ^ (^^^ ("^^^^ (^-"^^• 

' - ^ "-^J - j = 23. (N-i) (x-i) (l-i) (1-2). 

2 

et comme les divisions indiquées sont toujours des nombres en- 
tiers lors de 05 = 2n, il en résulte que Si est toujours divisible par 
2, 4, 8, N, N— 1, 2N, 2(N— 1), 4N, 4(N— 1), 8(N— 1), |, œ, ix, |— 1, 
x—% 2(05 — 2), et de plus par 3 et 6, ce qui se voit à la première 
inspection des facteurs \ x [x — 2) [x — 4). 

Il est à observer que 8N ne divise que 2S| = {x\^ qui comprend 
les chaînes symétriques, et que tout ce qui vient d'être dit ne 
dépend pas du facteur [x — 5) lequel n'a aucune influence sur les 
cas de divisibilité, excepté pour la division par \ [6]^ = 360 de 
l'art. 12 pour l'échiquier minimum de 36 cases. 

14. Déterminer le nombre de chaînes rentrantes en elles- 
mêmes, fournies en moyenne par chacun des N et N — 1 chaînons 
primitifs. 

On aura vu que Si = ^ N (N— 1) 4(05—4) (oj— 5) 



^ = i (N-l) k[x^k) (aî-5) (14) 

Si 1 



«' = ^ N.4 (ar— 4) (a?-5) (15) 



15. Quel est le nombre Su de chaînes différentes non-rentrantes 
en eUes-mêmeSy existant sur l'échiquier 05 = 2n cases de côté. 

Par l'article précédent, en partant d'une des cases du triangle 
primordial pour finir à l'extrémité de son chaînon primitif, on 

obtient l' chaînes rentrantes pour la moyenne due audit chaînon ; 
ce nombre ne peut être que le même lorsque la chaîne se termine 
à un des |^ — N non en communication, et sera par conséquent en 

moyenne pour les |*— N cases, de | ( j^— N) et pour les N chaî- 
nons 

Su = Si (f-N) = S, (|x-i) (16) 

En ajoutant Si au second membre, on aura pour le nombre total 
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de chaînes différentes, rentrantes et non-rentrantes, existant sur 
l'échiquier 

S,u = S, (|«-N + i) = I a- S, (17) 

Voici une seconde démonstration. 

Par l'article précédent, en partant de l'extrémité du chaînon 
primitif, située sur une case du triangle primordial pour finir à 
son autre extrémité, on a en moyenne ^ chaînes rentrantes pour 
un chaînon primitif quelconque. Si l'on rompt le chaînon primitif 
à chaque chaîne pour finir à une des |* — 1 cases on aura | (|' — 1), 
soit pour les |* cases, la quantité l' f, dont il faudra déduire Si 
chaînes fournies par les cases de départ; ce qui donne | (f* — Si) 
chaînes fournies par un chaînon primitif, et par tous les N chaî- 
nons 

Su =8, (p-N) = S, (I x-i) (i6) 

En ajoutant au second membre S, on aura, pour le nombre de 
chaînes rentrantes et non-rentrantes existant sur l'échiquier 

Sni = I S, a: = S| I laîî-(N-i) j . . . . (17) 

16. Développons Si = ^ [x]^ en séries par le calcul des facto- 
rielles. 

S.+ „ = 1 I [a?]6 -j- ^6 [x]^ + ^> 6.5. [xy +... + 6.5.4.3.2.1 j (18) 

Pour avoir le terme suivant au moyen du précédent, soit n=2. 

S^ + 2 = ï \ l^y + 2.6 [xyi -f- 6.5 [a?]^ I . . . . (19) 

17. Voulant avoir la somme des S, = j [xY 

s. s. = i 1 [j; + 1]7 + c (20) 

eTentre lès limîtès"*r«. 

s. Se = ^ f [xy = i- 6.5.4.3.2.1 = 360. 

donnant pour l'échiquier minimum le nombre 360 ainsi que cela 
devait être. 

18. Au commencement de l'art. 10,il a été dit que chaque case 
centrale a 28 chaînons couples ; lors d'une chaîne rentrante en 
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elle-même, il y en a un d'impossible pourîC = 6, et a; = 8, etc. 
Si l'on combine 2 à 2 et 3 à 3 les 27 chaînons couples de â et de 
3 cases centrales, on aura 

Lors de x ^6 .... et lors de x ^ S. 

Les nombres 27s t= 729 273 = 19683. 

Approchant de 2S, = 720 2S, ^ 20160. 

Ceci peut donner une idée approchée de la valeur de 2S(. symé- 
triques comprises, lors de ic = 6 et ic = 8. Ces nombres ne diffè- 
rent que peu de 720 et 20160 donnés par la formule S, = [x]'. 

19. Mettons en tableau les valeurs données par les principales 
formules. 



N« 


a; = 2«= 


2 


4 


6 


8 


10 


12 


m 


s = 


1 


3 


6 


10 


18 


21 


(2) 


S = 


8 


128 


648 


2048 


5000 


10368 


(31 


S' = 


1 


16 


81 


2S6 


625 


1296 


(*1 


N = 





3 


10 


21 


36 


5S 


(SI 


N-l = 


» 


2 


9 


20 


3S 


84 


(8) 


8N = 





24 


80 


168 


288 


440 


(91 


S— N = 


1 


13 


71 


23S 


589 


1241 


(Hl 


N'— 12= 


» 




33 


98 


191 


312 


(13) 


s, = iM'- 








360 


10080 


76600 


332640 


(131 


i! — Si 








1 


28 


216 


919 


(14) 








36 


480 


2100 


6048 


(15) 


A 








40 


S04 


2160 


6160 


(16) 


S„=S,(|a:-l| 








2S20 


100800 


982800 


8322240 


(ni 


S,„=S,|a;. 








2880 


110880 


1068400 


8684880 



20. La formule S, = j [x]^ laissant quelque incertitude à cause 
de la démonstration, nous allons la discuter avec le plus grand 
soin, quand même il faudrait se répéter. Commençons par met- 
tre en regard des divisions de l'échiquier et d'autres quantités, 
les diviseurs de S, qui, par les art. 12, 13, 14, 15 et 16 sont : 
2, 4, 8; N, N— 1, 2N, 2(N— 1); 1, 2, 3, 4; 1, 2, 3, 4, 6, 8; 



, X, 2^;|-~1. 0^2. 2(a>-2); ^, ^, ^, ^1-,,. ^'. ^^, , 



.360. 
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DIVISEURS DB S,. 



2. 

4. 

8. 

N 

N— 1. 

2N. 

2(N— 1). 

1, 2, 3, 4. 

1, 2, 3, 4, 6, 8. 



|-1, a:-2, 2(«-2). 

S* 
s, 

2N' 



S, 



2(N-1)' 

S, 

4N' 

Si 
4(N-1)' 

Si 
8(N— !)• 

860 

S, 



DIVISIONS CORRESPONDANTES DE L'ÉCHIQUIER 

ET AUTRES QUANTITÉS. 



2 moitiés , 2 couleurs de cases, 2 demi-couleurs de cases 
séparées par la diagonale, 2 chaînes primordiales, 
2 diagonales, 2 moitiés de diagonale. 

4 quarts de Téchiquier, 4 cases centrales, 4 cases des 
angles. 

8 triangles portant chacun les N sauts primitifs. 

N chaînons primitifis de la chaîne primordiale e d*im 
des 8 triangles. 

N— 1. Id. id. moins le chaînon inévitable de Tangle. 

2N. chaînons primitifs des 2 chaînes primordiales, et 
les 2N chaînons aboutissant aux s cases du triangle, 
les symétriques à la diagonale non compris. 

2(N— 1) chaînons primitifis des 2 chiânes primordiales, 
moins les 2 inévitables. 

Nombres correspondant à ceux des chaînons primitifs 
aboutissant aux cases du triangle. 

Nombres correspondant aux chaînons aboutissant aux 
cases du triangle au nombre de 2N. Article 6. 

correspondant aux cases de la 1^ diagonale, de la diar 
gonale et des 2 diagonales, noire et blanche. 

correspondant à id. id. moins les cajses inévitables des 
angles. 

Id. aux nombres des chaînes rentrantes que peut founiir 
chacun des N chaînons primitifs. 

Id. id. id. chacun des N—l chaînons pri^ 

mitifs. 

Id. id. id. chacun des 2N chaînons pri- 

mitifs des 2 chaînes primordiales de chaque échi^ 
quier x=2n. 

Id. id chacune des 2(N— 1) id. id. 



360* 



correspondant à des qualités analogues à ci-dessus pour 
les 4 triangles situés d'im même côté de la diag(Hiale. 



diviseur de Si pour â^2ii. pair quelconque. 

correspond à la moitié du nombre des combinaisons 
des â^ cases de la diagonale prises 6 à 6 soit des 4;e*=aii 
cases de côté. 

correspondant au nombre des produits distincts de x letr 
très 6 à 6. 
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Discutons la valeur S, = | [x]^. 

(a) Elle apprend que a? ^ 0, = 2, = 4. donne Si = ; ce qui 
doit être vu qu'une chaîne rentrante en elle-même est impossi- 
ble sur l'échiquier de 0, 4 et 16 cases de surface. 

(b) Pour ^ = 6. Si = ^ 6. 5. 4. 3. 2. 1 = 360 ; ce qui fait voir 
que, lors du plus petit échiquier sur lequel la chaîne rentrante 
est possible, Si === 360 est la moitié du nombre des permutations 
qu'on peut faire avec les 6 cases de la diagonale ou d'un côté 
de l'échiquier minimum. 

(c) On voit facilement que la valeur de Si est la moitié du nom- 
bre des combinaisons qu'on peut faire avec x cases prises 
6 à 6, que S, est toujours divisible par 360 (art. 12), et que 
le quotient exprime le nombre des produits distincts qu'on peut 
faire avec x cases, soit d'une diagonale, soit d'un côté, prises 
6 à 6, en observant que ^ ^= 6 est le côté de l'échiquier minimum 
sur lequel une chaîne rentrante en elle-même est possible. 

(dj II résulte des quantités mises en regard et de l'art. 12, que le 
nombre Si des chaînes rentrantes en elles-mêmes est fourni au 
moins en moyenne : 

1<> Par chaque moitié de l'échiquier, par chacune des 2 cou- 
leurs des cases, par chacune des 2 demi-couleurs des cases, sépa- 
rées par la diagonale, des 2 diagonales, des 2 demi-diagonales, 
et des 2 chaînes primordiales ; 

2^ Par chacun des 4 quarts de l'échiquier, des 4 cases cen- 
trales et des 4 cases des angles ; 

3® Par chacun des 8 triangles ayant N chaînons primitifs ; 

i^ Par chacun des N chaînons primitifs de la chaîne primor- 
diale, et d'un des 8 triangles; 

50 Par chacun des N — 1 chaînons de id., id. ; 

6^ Par chacun des 2N chaînons primitifs des 2 chaînes primor- 
diales et des 2N chaînons aboutissant aux s cases du triangle, 
les symétriques à la diagonale non compris ; 

1^ Par les 2(N — 1) chaînons primitifs des 2 chaînes primor- 
diales et par ceux aboutissant aux s — 1 cases du triangle, les 
symétriques non compris ; 

S^ Par le nombre des chaînons primitifs aboutissant à une des 
s cases du triangle ; 

3 
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9^ Par les chaînons primitifs et non primitifs aboutissant à 
une des s cases du triangle au nombre de 2N en totalité ; 

^0^ Par chacune des | cases de la demi-diagonale, des cases 
de la diagonale et des 2a; cases des 2 diagonales ; 

11^ Par chacune des f— 1, x—% 2(aj— 2) cases de id., id. ; 

12<> Par chacune des f chaînes fournies par chacun des N chaî- 
nons primitifs ; 

13^ Par chacun des j^i chaînes fournies par chacun des N — 1 
chaînons primitifs ; 

i4<> Par chacune des ^ chaînes fournies par les 2N chaînes pri- 
mitives «t symétriques ; 

15° Par chacune des ^—^ chaînes fournies par les2(N — 1) chaî- 
nons primitifs des 2 chaînes primordiales ; 

16° et 17° Par les analogues ci-dessus fournis par les â ^t ^^^ 
siïTT) chaînes des 4 triangles, sis du même côté de la diagonale. 

18° Par id. id. fournis par les ^^^ chaînes des 8 triangles, 
d'une chaîne primordiale et des 8 triangles sis d'un même côté 
des diagonales, des 2 chaînes primordiales, ainsi que de 2 côtés 
différents ; 

19° Enfin il résulte de la valeur Si = [xf que S, n'est pas four- 
nie en moyenne par s S, S', 8N, 16N, 16(N— 1), S — N, N — 12, 

L'on voit par cette discussion que la valeur obtenue Si = | [x^ 
ne présente rien d'anormal. Il est vrai que le sixième facteur 
[x — 5] n'influe que pour la divisibilité par 360 : c'est toutefois le 
seul possible ; tout autre donnerait un résultat absurde par sa 
grandeur ; on supprimerait un des diviseurs 2, 3, 4, 6, 8, ce qui 
est sinon inadmissible, du moins improbable. 

21. En admettant qu'ici il n'y ait rien à objecter, appliquons le 
calcul des probabilités à la réalité de l'existence de la formule 
Si = I [xf. L'observation nous apprend que, pour x = ^n quel- 
conque, Si €st divisible par les quantités indépendantes les unes 
des autres. N, N — 1, 6, 8, 360 ; la probabilité de l'arrivée en même 
temps de ces cinq cas de divisibilité, en supposant a? = 6, soit 
lors de l'échiquier minimum^ et du cas le moins favorable, sera 
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P ~k-s=i-- 



• iiî[ij6- 



et la probabilité de l'événement contraire 

/) = 0, 99999 94. 

presque la certitude que la valeur de Si — j [xY n'est pas divi- 
sible en même temps par les 5 nombres ; mais l'observation éta- 
blit que cela a lieu quelque soit a; ^ 2n : il doit donc y avoir 
une cause qui produit le phénomène observé, laquelle ne saurait 
être autre que la réalité de l'existence de la valeur de Si. Con- 
cluons de ceci que la valeur Si = 7 [xY est exacte. 

Remarquons que l'application du calcul des probabilités a été 
feit aux nombres N, N— 1, 6, 8, 360 qui sont indépendants des 
considérations qui ont conduit à Si = j [x]^. De plus qu'ils sont 
pris pour a; = 6, le plus petit échiquier sur lequel la chaîne ren- 
trante existe et donne la plus petite probabilité. 

22. Passons aux échiquiers de x = 2n— 1 cases impaires de 
côté, nous ne donnerons que 7 formules, en remplaçant les let- 
tres s, S, N, N— 1, S', Si par les lettres grecques correspondantes 
?,2, IN, iN— 1,2',2,. 

Il est à remarquer que tout comme la diagonale, la rangée ver- 
ticale du centre aura des sauts symétriques. 

23. Quel est le nombre v des cases du triangle en fonction de 
x = %n — 1 impair? 

En mettant x+I pour a; dans la formule (Ijdel'art. 2, on aura 
la solution 

i=l{x + \)[x^Z) (20) 

24. Trouver le nombre N de chaînons primi- 
tift lors de ic = 2n— i . 

Quand X est^air on a 

N = ,^ (*-i) («~2) 

pour le nombre de chaînons primitifs du trian- 
gle ; comme x exprime, dans le problème qui 
nous occupe, un nombre impair, il faudra remplacer x par x-\-i; 
ce qui donne Ni = \ x[x—\), dont il n'y a plus qu'à retrancher 
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les symétriques de la rangée verticale du centre, qui sont en 
examinant les fig. 3, 4, 27 (i). 

Pour x = 1 case 

)» 5 » i 

)» 5 )> 5* 

» 7 » 5 

)» â? X — 2. . . . quantité à déduire de N|. 

JN = Ni-(x-2) = \ x{x-i) ~(a:-2). 

N = ^ (^^^3 :r + 4) . . . , (21) 

Telle est la solution. 
Si Ton déduit le chaînon de Tangle on a 

N— i = |(ar— 4) (ar— 2) (22) 

25. Sur l'échiquier x = 2n— 1 à cases impaires les 2 diagonales 
sont de la même couleur, donc on a 

9**1 



Nombre des cases de la couleur des diagonales 
Id. id. id. opposée aux diagonales — *'^^ 



2 
2* • 



26. Déterminer le nombre 2 des problèmes qu'on pourra pro- 
poser, lors de 05 = 2n — 1, en partant des différentes cases. 

Observons qu'on est forcé de finir par une case de la même 
couleur que celle par laquelle on a commencé. On aura 

Par couleur des diagonales îî^ X (^— i) == ^ (^+ i) (^—4). 
Par couleur opposée ^ X irr—i) = i (^* — 4) (^2—3). 

z=^l{a^-i)^ (23) 

27. Quel est le nombre 2' de problèmes réellement différents 
qu'on peut proposer, lors de a; = 2n — 1 impair. 

Le nombre cherché étant donné par les cases d'un des 8 trian- 
gles, on aura la solution en prenant le g- de 2 du problème pré- 
cédent. 

2' = i («»— 1)2 (24) 

(1) Le chaînon supérieur se trouve compris parmi les symétriques à la diagonale et n'est pas compris 
dans ^, 
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Les symétriques par rapport à la diagonale et à la rangée cen- 
trale ne sont pas comprises dans cette formule. 

28. Quel est le nombre N' de chaînons couples différant entre 
eux, existant sur l'échiquier dex = 2n — 1 impair? 

Agissant comme à l'art. 24, en substituant dans N', a? + 1 pour 
Xy ce qui donne 

N'= |-(7x2 — i9x + 37). 

quantité dont il faudra déduire les chaînons couples qui sont 
symétriques par rapport à la rangée perpendiculaire du centre, 
à savoir : 



Pour X = i. . 
3. . 






5. . 
7. . 
9. . 



. Ui = i . . . . i 

. u^ = 4 .... 5 .... 2 
. tij = 10 . . . . 6 . . . . 5 
. ^4 = 16 .... 6 .... 3 
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Tout comme art. 10. 



u^ = \ (3n« — 3n + 2) 

pour commencer à compter par l'unité au lieu de par zéro, 
mettons n — 1 pour n 

u,= \ (3/i2— 9n + 8) 

Substituons n = ^ donnée par x = 2/i — 1 



u. 



i-(3x«— 12X+17) 



quantité à retrancher de N'. On a pour la solution 

N' = l (25 X — 64 x2 + 23) (23) 

Le chaînon de l'angle est impossible lors de oj = 2n — 1 im- 
pair. 

29. Déterminer le nombre de chaînons aboutissant auxo^ cases 
de l'échiquier x = 2n — 1 impair. 

16N = 8X2N 

16N = 8(x9— 3x + 4) (26) 
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30. Trouver le nombre 2, de chaînes non-rentrantes en elles- 
mêmes, les symétriques comprises, existant sur l'échiquier de 
X = 2n — 1 cases impaires de côté, lorsqu'on commence à la case 
centrale pour finir à celle d'un angle. 

Nous observerons que pour a? = 5 le problème n'est possible 
qu'en terminant à une case d'angle, laquelle est toujours de la 
même couleur que celle de départ, voy. fig. 5 ; les chaînons des 
angles en sont cause. Le problème étant pris, conséquemment 
dans sa plus grande généralité, aura pour solution, en suivant la 
marche de l'art. 11, premier procédé. 

2, = x(x-i)(x-2)(x-3)(x-4) F (x, i, i, '-f-S '4^) = [x]« y (x). 
et B = 0, C = 0, etc. dans <p (x) = A -}- Bx -}- Cx» + elc. 

par suite 

2, = A [x]». 

Au moyen de la fig. 5, on voit qu'avec les symétriques on a pour 
a; = 5... 2| = 12. Par conséquent X = ^^ = ,^, et enfin pour 

^1= -ot^p m 

sans les symétriques on a 

2|=à[^P (27) 

finalement pour toutes les chaînes possibles 



2i = I [x? (27)" 



6 



[xf étant divisible par 20, 10, 5, on a toujours s, un nombre 
entier, ainsi que cela doit être. 

Remarquons que les chaînes rentrantes en elles-mêmes 
ne sont possibles que pour l'échiquier dex==^n cases paires de 
côté, et que les carrés magiques n'ont lieu que sur les échiquiers 
dex = 2n — 1 cases impaires de côté. Y aurait-il quelque con- 
nexion entre ces deux genres de curiosité? Les carrés magiques 
étant connus depuis plusieurs siècles, nous ne nous occuperons 
pas de leur théorie; nous ne donnons que les formules qui les 
concernent, lorsqu'ils sont parfaits. 

On sait qu'un carré magique parfait se trouve rempli suivant 
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une certaine loi par les nombres 1. 2. 3. . . . | a?3 = (2n+4)2 j ou 
leurs multiples, et qu'alors les additions des colonnes verticales, 
horizontales et des 2 diagonales donnent un même nombre S^ 

10 On aS' = | (aî2 + l). 

2® Les cases centrales porteront les nombres C et C 

C = I" (^^ + i) lors de n impair dans x = 2n-f-i. 
C = I (ar -f-i) lors de n pair dans id. 

Ces formules sont peut-être nouvelles. Y aurait-il pour les sauts 
du cavalier une combinaison dont les additions de chaque co- 
lonne donnent un même nombre, soit pour l'échiquier x = 2n, 
soit pour celui x = 2n — 4 ? 

3i. Examinons les chaînes non rentrantes, fig. 5, tracées sur 
l'échiquier de 25 cases de surface, commencées à la case d'un des 
angles et terminées à la case centrale. 11 est facile de s'assurer 
qu'il n'existe que 6 chaînes différentes de cette catégorie. 

L'on voit par la fig. 6 qu'en partant d'une case d'angle l'on 
peut finir, sans les symétriques, aux 7 cases différentes 0', 0", 0'", 
O'^, 0^ 0", 0"^ 

Euler donne, dans son mémoire, 28 chaînes différentes pour 
l'échiquier de 25 cases de surface. 

32. Procédé d'Euler. — Si l'on parcourt une chaîne rentrante 
ou non rentrante en elle-même, il est facile de voir, lorsqu'on 
arrivera à une case en communication avec la case finale, qu'on 
pourra détourner la chaîne par cette case pour finir à celle dé- 
tournée. Ceci fournit les premières dérivées, lesquelles fourni- 
ront à leur tour des dérivées de dérivées, etc. Quelques-unes 
seront rentrantes en elles-mêmes et procureront à leur tour un 
grand nombre de dérivées. Tel est le procédé que Euler indique 
pour trouver un nombre considérable de chaînes dont il faudra 
triller, pour l'échiquier de 64 cases de surface, les 256 solutions 
d'autant de problèmes différents qu'on pourra proposer. 

Nous nous permettrons d'observer que ce procédé ne permet 
pas de résoudre de prime abord un problème pour 2 cases dé- 
terminées et à fortiori un quelconque de mémoire. 

11 est bon de remarquer que par la susdite méthode l'on par- 
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vient souvent à métamorphoser une chaîne non-rentrante ou 
rentrante ; toutefois cela n'arrive que de loin en loin. 

Tout ceci n'offre rien de nouveau, nous ne nous y arrêterons 
pas d'avantage. 

33. Voici quelques explications sur les figures données dans 
les quatres planches : 

Les fig. 1 et 2 sont une couple de chaînes primordiales, pour 
réchiquier de 64 cases de surface : l'une est la symétrique de 
l'autre, et chacune d'elles contient ses 21 chaînons primitifs, les- 
quels se trouvent reproduits dans le triangle fig. 3 et dans les 
fig. A. 

Fig. 5. Chaînes non-rentrantes, sur l'échiquier de 25 cases de 
surface, commençant dans un angle et terminant à la case cen- 
trale : elles sont au nombre de six. 

Fig. 6. Six chaînes différentes non-rentrantes, sur l'échiquier 
de 25 cases, commençant à un angle et finissant à une case de 
la couleur de celles des diagonales. Ces six chaînes jointes à une 
de la fig. 5 forment un groupe de sept chaînes, dont celle termi- 
nant au centre, peut se métamorphoser de six manières : les au- 
tres peuvent aussi subir des changements. 

Fig. 7. Joli petit dessin formant une croix; elle sera colorée 
en posant 4 piles de dames chacune dans l'ordre de noir, blanc, 
blanc, noir, blanc et en commençant à un. 

Fig. S. Chaîne rentrante en elle-même; elle porte une grandeet 
belle croix scientifique (beau dessindans une chaîne inextricable.) 

Fig. 9. Cette chaîne, rentrante en elle-même, a un N dans ses 
détours inextricables (Napoléon). 

Fig. 10 a un W. La première se prête au jeu de mots Wy 
WUlen Willem weg (ou wederom)y trouvée en 1830. 

Fig. 11. Contient les ^ y du vivat Victoria qu'on rencontre 
en Angleterre lors des réjouissances publiques. 

Fig. 12, 13, 14. L'échiquier rempli successivement par com- 
partiments, par une chaîne rentrante. 

Fig. IS. Indique la marche à suivre pour remplir, par une 
chaîne rentrante en elle-même, l'échiquier de 100 cases de sur- 
face (le damier). 

Fig. 16 et 17. Chaînes rentrantes, remplissant le damier de 
cent cases ; la première par compartiments. 
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Fig. 18. L'échiquier de 64 cases de surface, rempli par quatre 
chaînes rentrantes en elles-mêmes, formant un joli dessin régu- 
lier. Deux sont de 20 chaînons et 2 de 12. Le groupe de 20 chaî- 
nons pris seul est curieux par sa grande régularité. 

Fig. 19. Chaîne à étoiles, rentrante en elle-même. 

Fig. 20, 21, 22, 23. Chaînes rentrantes en elles-mêmes, à 
lignes droites composées de trois sauts. 

Fig. 24. Composée de 2 chaînes rentrantes en elles-mêmes et 
à étoiles. Il y en a de régulières. Voyez Vandermonde. 

Fig. 25, 26, 27. Chaînes primordiales et leur triangle, de l'é- 
chiquier de 36 cases de surface ; Tune est la symétrique de l'au- 
tre et contient les 10 chaînons primitifs qui se trouvent reproduits 
dans le triangle. Observons que chaque échiquier a; = 2n a ses 
chaînes primordiales avec leurs symétriques. 

34. Presque toutes ces chaînes ont été trouvées avec la plus 
grande facilité par le procédé du problème général; les chaînes 
primordiales ont, il est vrai, offert quelque difficulté. 

38. Problème général. Étant donné sur un échicpiier non pré- 
paré de x = ^n cases paires de côté, la case de départ d'une 
couleur et celle d'arrivée d'une autre couleur, faire parcourir au 
cavalier du jeu des échecs toutes les cases de l'échiquier, sans 
passer plus d'une fois par la même case. 

Le procédé au moyen duquel se résoud le problème est le 
même que pour l'échiquier de 64 cases de surface. 

Lorsqu'il s'agit de l'échiquier de 64 cases de surface, l'auteur 
de cet écrit résoud le problème de mémoire, sans mémoire 
aucune^ en touchant du doigt chaque case une fois, et en comp- 
tant jusqu'à 64, avec une si grande facilité qu'il peut fournir 
15 solutions à l'heure ou en moyenne une en 4 minutes. D'après 
les renseignements qu'il a eu l'occasion de prendre, il croit être 
le seul en Europe qui possède une méthode au moyen de laquelle 
il soit possible de résoudre sur l'échiquier de 64 cases, le pro- 
blème général de mémoire, avec ladite vitesse. En conséquence, 
il prie ses lecteurs de vouloir bien l'excuser s'il ne publie pas sa 
méthode. 

Par le procédé d'Euler indiqué à l'art. 32, les solutions se 
trouvent successivement les unes à la suite des autres, entremê- 

i 
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les de chaînes symélrîques et autres, au nombre de plusieurs 
milliers dont le trillage seul exige beaucoup de temps. Par notre 
méthode un problème déterminé se résout directement et une 
chaîne rentrante en elle-même se métamorphose en d'autres 
rentrantes avec facilité. Les personnes douées d'une puissante 
mémoire s'apercevront de la difficulté qu'il y a de retenir par 
cœur nos chaînes : elles forment un dédale inextricable. 

Un riche seigneur anglais, a fait de vains efforts pour avoir 
en propriété le procédé en question ; il disait qu'en s'exerçanl 
à parcourir l'échiquier, il éviterait plus d'un moment d'ennui, 
lorsqu'il se trouve au fond de son manoir, pendant les longues 
soirées d'hiver, surtout le dimanche où tout jeu est même pro- 
hibé dans son pays. Je pourrais dire à mes amis, s'écriait-il : 
/ aJone in Europe and the Brahmins in India, are in possession 
ofthis secret. 

36. 11 est à espérer que l'un ou l'autre mathémacien, aidé des 
résultats obtenus, complétera les recherches diverses comprises 
dans cet écrit ; il ne lardera pas à trouver des solutions dont 
nous sommes loin de suspecter l'existence. 

37. Nous profiterons de cette publication pour faire connaître 
les équations générales des courbes engendrées par les roulettes 
d'Aristote, trouvées en 1847. 

\^ Le centre de la cire, a', ^g. 28, parcourant une ligne droite 
égale à Sra pendant que le point décrivant M de la circonfé- 
rence en mouvement fait lui-même un tour dans le sens qu'elle 
se meut, nous aurons pour l'équation générale des 3 cycloïdes 
(la cycloïde et ses 2 compagnes, la raccourcie et l'allongée). 

x = o.arc(sin=^)-^M ,i=l j/ } ai- (o-y)* j (28) 

dont l'équation diffërentieUe est 

s— •? 

Ces équations deviennent celle de la cydoîde lorsque a' = a et 
des deux autres courbes suivant que a* est plus grand ou plus 
petit que a. 

2^^ Le centre de la cire. a\ fig. 29, parcourant une cire, a égale 
à 2^a pendant que le point décrivant M, de la circonférence en 
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mouvement, fait lui-même un tour dans le sens qu'elle se meut, 
nous aurons pour l'équation générale des 3 épicycloïdes (la car- 
deoïde et ses 2 compagnes). 

r = 2a' cos m -|- a. (29) 

On aura la cardeoïde lorsque a = 2a' et celle des 2 autres courbes 
suivant que a est plus plus grand ou plus petit que 2a' (i). 

Si le point M avait un mouvement rétrograde, la cycloïde au- 
rait sa courbe renversée et la cardioïde serait un cercle. 

Donnons aussi l'équation de la spirale qui s'approche le plus 
de la volute de Goldman et de celle de Desgodetz. 

r = l (8.2 + 7). (30) 

(1) En examinant les fig. 28, 29, il sera facile de deviner les démonstrations des deux formules. On 
irouve dans la théorie de rarchitecture ogivale publiée à Bruxelles en 18i7, les nombreuses propriétés 
de la cardeoïde, 
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